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Resumo

O presente trabalho apresenta o Método de Newton-Raphson para resolver o pro-
blema de encontrar uma raiz de uma equação não linear f(x) = 0 onde f é uma função
real de variável real. Além disso, discute-se algumas aplicações do método. Essencial-
mente, esse método usa retas tangentes às curvas do gráfico da função, próximas aos
pontos onde f é zero.

Palavras-chave: Newton-Raphson, Equações não lineares, Raiz da função , Métodos
iterativos.
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1 Introdução

Considere-se o problema de determinar as raízes das seguintes equações

20ek +
5

k
(ek − 1)− 28 = 0

230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9 = 0

O problema da determinação de raízes de equações não lineares, surge em modelos
matemáticos de muitos problemas de ciências aplicadas (estudos populacionais, fenô-
menos químicos, hidrológicos, projetos de engenharia, etc). Mais precisamente, seja
a função y = f(x), deve-se determinar x∗ tal que f(x∗) = 0. O número x∗ chama-se
zero da função f ou raiz da equação f(x) = 0. Dependendo do modelo matemático
estudado, a função f pode ser, por exemplo, uma função real de variável real ou uma
função vetorial de variável vetorial.

O presente trabalho trata de zeros de funções reais de variável real. Mais especi-
ficamente, estaremos interessados em resolver o problema de encontrar uma raiz da
equação não linear

f(x) = 0 (1.1)

onde f : [a, b]→ R é uma função contínua.
Na maioria das vezes, soluções explícitas para (1.1) não é possível. Há casos em

que a própria função f não é conhecida explicitamente: pode ser definida a partir de
uma integral ou pode ser solução de uma equação diferencial. Nesses casos, utiliza-se
os métodos numéricos chamados métodos iterativos para encontrar a solução de forma
aproximada

Um método iterativo parte de uma aproximação inicial da solução, e a partir dela,
gera-se uma sequência de aproximações sucessivas, cujo limite é a solução procurada.

Existem vários métodos iterativos para resolver (1.1). Cada método, porém, tem
suas vantagens e desvantagens. Entre esses estão:

• Método da bisseção

• Método da Newton

• Método da secante

Este trabalho, tem como objetivo apresentar de forma introdutória o método de
Newton (ou método de Newton-Raphson) uma vez que ele, em geral, é mais eficiente.
Essencialmente, esse método usa retas tangentes próximas aos pontos onde f é zero.

Assim, o trabalho é dividido em quatro capítulos, que se distribuem como segue:
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O capítulo 1 refere-se à introdução.
No capítulo 2, apresenta-se algumas definições, notações e teoremas.
No capítulo 3, apresenta-se o método de Newton-Raphson. Inicialmente, deduz-se

o método por meio da técnica de expansão em série de Taylor. Em seguida, faz-se sua
interpretação geométrica. Finalmente, aborda-se um teorema de convergência.

No capítulo 4 aplica-se o método de Newton-Raphson para resolver alguns pro-
blemas reais. São investigados problemas em taxas populacionais e determinação das
raízes de polinômios.



2 Noções preliminares

O propósito deste capítulo é apresentar algumas definições, notações e teoremas.
Assim, este conteúdo facilitará o entendimento dos capítulos posteriores. As demons-
trações dos teoremas listados estão fora do escopo do presente trabalho, porém, podem
ser vistos com detalhes em [1], [2] e [3].

2.1 Função, Limites e Continuidade
Definição 2.1. Uma função f é uma regra que associa cada elemento x em um con-
junto D exatamente um elemento f(x), em um conjunto E.

• O conjunto D é chamado domínio da função. Em geral, consideramos as
funções para as quais D e E são conjuntos de números reais.

• A imagem é o conjunto de valores possíveis de f , ou seja, {f(x) | x ∈ D}.

Os exemplos de funções a seguir, surgem na modelagem de projetos de engenharia,
além de outros contextos. No Capítulo 4, ilustraremos detalhadamente o contexto de
onde surgiram as funções dos itens (c) e (d).

Exemplo 2.1. (a) f : (0,+∞)→ R onde

f(x) =
1√
x
+ 2 log

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

)
(b) g : (0,+∞)→ R onde

g(x) =

(
2 +

12, 02

x2

)
(x− 0, 08407)− 30, 77025

(c) h : (0,+∞)→ R onde

h(x) = 20ex +
5

x
(ex − 1)− 28

(d) q : (−∞,+∞)→ R onde

q(x) = 230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9

7
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Definição 2.2. Uma função f definida em um conjunto X de números reais tem o
limite L em x0, escrito como;

lim
x→x0

f(x) = L,

se, dado qualquer número real ε > 0, existe um número real δ > 0, tal que

|f(x)− L| < ε, sempre que x ∈ X e 0 < |x− x0| < δ.

Definição 2.3. Seja f uma função definida em um conjunto X de números reais e
x0 ∈ X. Então f é contínua em x0 se

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

A função f é contínua no conjunto X se for contínua em cada número de X.

C(X) denota o conjunto de todas as funções que são contínuas no conjunto X. Por
exemplo, o conjunto de todas as funções contínuas no intervalo fechado [a, b] é denotado
por C[a, b].

Exemplo 2.2. Funções polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logarít-
micas, estão em C(X), onde X consiste em todos os números para os quais as funções
estão definidas.

Exemplo 2.3. Seja f ∈ C[a, b] e p ∈ (a, b).

(a) Suponha que f(p) 6= 0. Mostre que existe δ > 0 tal que f(x) 6= 0 para todo
x ∈ [p− δ, p+ δ], onde [p− δ, p+ δ] ⊂ [a, b].

(b) Suponha que f(p) = 0 e seja k > 0 um valor dado. Mostre que existe δ > 0 tal
que |f(x)| ≤ k para todo x em [p− δ, p+ δ], onde [p− δ, p+ δ] ⊂ [a, b].

Demonstração.

(a) Como f é contínua em p e f(p) 6= 0, então existe δ > 0 com

|f(x)− f(p)| < |f(p)|
2

,

para |x − p| < δ e a < x < b. Tomamos δ de modo que [p − δ, p + δ] seja um
subconjunto de [a, b]. Assim, para x ∈ [p− δ, p+ δ], temos que x ∈ [a, b]. Então

−|f(p)|
2

< f(x)− f(p) < |f(p)|
2

e
f(p)− |f(p)|

2
< f(x) < f(p) +

|f(p)|
2

.

Se f(p) > 0, então

f(p)− |f(p)|
2

=
f(p)

2
> 0 logo f(x) > f(p)− |f(p)|

2
> 0

Se f(p) < 0, então |f(p)| = −f(p) e

f(x) < f(p) +
|f(p)|
2

= f(p)− f(p)

2
=
f(p)

2
< 0

Em ambos os casos, f(x) 6= 0 para x ∈ [p− δ, p+ δ].
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(b) Como f é contínua em p e f(p) = 0, existe δ > 0 com |f(x) − f(p)| < k, para
|x− p| < δ e a < x < b.

Tomamos δ de modo que [p − δ, p + δ] seja subconjunto de [a, b]. Assim, para
x ∈ [p− δ, p+ δ], temos

|f(x)| = |f(x)− f(p)| < k.

Exemplo 2.4. Pode-se demonstrar facilmente que todas as funções no Exemplo 2.1
são contínuas em seus domínios.

Definição 2.4. Seja (xn)n≥1 uma sequência infinita de números reais. A sequência
tem o limite x (converge para x) se, para qualquer ε > 0, existe um número inteiro
N(ε), tal que |xn − x| < ε, sempre que n > N(ε). A notação

lim
n→+∞

xn = x ou xn → x quando n→ +∞

significa que a sequência converge para x.

O teorema a seguir, garante que funções contínuas são caracterizadas pela proprie-
dade de transformarem sequências convergentes em sequências convergentes.

Teorema 2.1. Se f é uma função definida no conjunto X de números reais e x0 ∈ X,
então as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) f é contínua em x0;

(b) Se (xn)n≥1 for qualquer sequência em X convergindo para x0, então

lim
n→+∞

f(xn) = f(x0)

2.2 Diferenciabilidade
Definição 2.5. Seja f uma função definida em um intervalo aberto contendo x0. A
função f é diferenciável em x0 se

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

existe.

A derivada de f em x0 é a inclinação da reta tangente ao gráfico de f em (x0, f(x0)),
isto é, f ′(x0) = tgα. Ver a seguinte figura.
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Figura 2.1: Interpretação da derivada.

A derivada de uma função f é, por sua vez, uma função do ponto onde é calculada.
Podemos, pois, considerar sua derivada, que é chamada a derivada segunda de f e é
indicada com a notação f ′′. De um modo geral, podemos considerar a derivada de
ordem n ou derivada n-ésima, definida recursivamente como a derivada da derivada de
ordem n− 1 e indicada com a notação f (n). Uma função com derivadas contínuas até
a ordem n em X é chamada função de classe C n(X) e o conjunto das funções que têm
derivadas de todas as ordens em X é denotado por C∞(X).

Exemplo 2.5. Funções polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logarít-
micas estão em C∞(X), onde X consiste em todos os números para os quais as funções
estão definidas.

2.2.1 Regras operacionais

Sejam f e g funções diferenciáveis de x.

• Regra da constante:
(c)′ = 0, c é uma constante.

• Regra do múltiplo por constante:

(cf)′ = cf ′, c é uma constante.

• Regra da soma e da diferença:

(f ± g)′ = f ′ ± g′

• Regra do produto:
(fg)′ = f ′g + fg′

• Regra do quociente: (
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
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• Regra da potência:
(fn)′ = nfn−1f ′

• Regra da cadeia:
f ′(x) = f ′(g(x))g′(x)

Exemplo 2.6. Vamos determinar a derivada da função

f(x) =
1√
x
+ 2 log

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

)
Para isso, das regras operacionais, obtém-se

f ′(x) =

(
1√
x

)′
+

(
2 log

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

))′
= − 1

2x3/2
+ 2 log′

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

)

= − 1

2x3/2
− 1, 826× 10−4

x(8, 10811× 10−5
√
x+ 1, 826× 10−4) ln 10

Exemplo 2.7. A derivada da função

g(x) =

(
2 +

12, 02

x2

)
(x− 0, 08407)− 30, 77025

é dada por:

g′(x) =

(
2 +

12, 02

x2

)′
(x− 0, 08407) +

(
2 +

12, 02

x2

)
(x− 0, 08407)′

= 12, 02

(
1

x2

)′
(x− 0, 08407) +

(
2 +

12, 02

x2

)
= −24, 04

x3
(x− 0, 08407) + 2 +

12, 02

x2

=
2, 0210

x3
− 12, 02

x2
+ 2

Exemplo 2.8. A derivada da função

h(x) = 20ex +
5

x
(ex − 1)− 28

é calculada como:

h′(x) = (20ex)′ +

(
5

x
(ex − 1)

)′
− (28)′

= 20(ex)′ +

(
5

x

)′
(ex − 1) +

5

x
(ex − 1)′

= 20ex − 5

x2
(ex − 1) +

5

x
ex
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Exemplo 2.9. Para a função a seguir

q(x) = 230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9

sua derivada é dada por:

q′(x) = 920x3 + 54x2 + 18x− 221

2.2.2 O teorema de valor médio

O teorema do valor médio será utilizado, principalmente, na demonstração da con-
vergência do método de Newton-Raphson.

Teorema 2.2. Se f ∈ C1[a, b] e f é derivável em (a, b), então existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

2.3 Polinômios e séries de Taylor
Teorema 2.3. (Teorema de Taylor) Suponha que f ∈ Cn[a, b] que fn+1 exista em
[a, b] e que x0 ∈ [a, b]. Para todo x ∈ [a, b], existe um número ξ(x) entre x0 e x com

f(x) = Pn(x) +Rn(x)

onde

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

fn(x0)

n!
(x− x0)n

=
n∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)k

e
Rn =

fn+1(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

Aqui Pn(x) é chamado polinômio de Taylor de ordem n (ou enésimo polinômio de
Taylor ) de f em x0 e Rn(x) é chamado resto (ou erro de truncamento) relativo a Pn(x).
A série infinita obtida pelo limite de Pn(x) quando n→∞ é chamada série de Taylor
de f em x0.

2.4 Existência e unicidade de zeros de funções
O primeiro passo para resolver uma equação é verificar a existência de zeros. O

teorema a seguir fornece condições suficientes para a existência de zeros de uma função
em um intervalo dado.
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Teorema 2.4. (Teorema de Bolzano) Seja f : [a, b]→ R uma função contínua. Se
f(a)f(b) < 0, então existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

No que se segue, discutiremos a existência de raízes para algumas equações que
usaremos nas aplicações.

Exemplo 2.10. Mostre que existe pelo menos uma solução de cada uma das equações
abaixo no respectivo intervalo dado:

(a)
1√
x
+ 2 log

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

)
= 0, [0, 02, 0, 04]

(b)
(
2 +

12, 02

x2

)
(x− 0, 08407)− 30, 77025 = 0, [14, 16]

(c) 20ex +
5

x
(ex − 1)− 28 = 0, [0, 01, 0, 5]

(d) 230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9 = 0, [−0, 2, 0] ∪ [0, 8, 1]

As equações anteriores podem ser colocadas da seguinte forma:

(a) f(x) = 0 onde f : [0, 02, 0, 04]→ R e

f(x) =
1√
x
+ 2 log

(
8, 10811× 10−5 +

1, 826× 10−4√
x

)
(b) g(x) = 0 onde g : [14, 16]→ R e

g(x) =

(
2 +

12, 02

x2

)
(x− 0, 08407)− 30, 77025

(c) h(x) = 0 onde h : [0, 01, 0, 5]→ R e

h(x) = 20ex +
5

x
(ex − 1)− 28

(d) q(x) = 0 onde q : [−0, 2, 0] ∪ [0, 8, 1]→ R e

q(x) = 230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9

De acordo com o Exemplo 2.4, todas as funções acima são contínuas nos seus respectivos
intervalos. O cálculo dessas funções nos extremos dos intervalos é:

(a) f(0, 02) ≈ 1, 34 e f(0, 04) ≈ −1, 00

(b) g(14) ≈ −2, 08 e g(16) ≈ 1, 8

(c) h(0, 01) ≈ −2, 77 e h(0, 5) ≈ 11, 46

(d) q(−0, 2) ≈ 35, 78, q(0) = −9, q(0, 8) ≈ −76, 6 e q(1) = 27
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Portanto, pelo Teorema de Bolzano 2.4:

(a) existe x0 ∈ (0, 02, 0, 04) tal que f(x0) = 0

(b) existe x1 ∈ (14, 16) tal que g(x1) = 0

(c) existe x2 ∈ (0, 01, 0, 5) tal que h(x2) = 0

(d) existem x3 ∈ (−0, 2, 0) e x4 ∈ (0, 8, 1) tais que q(x3) = q(x4) = 0

Mas isso é o mesmo de dizer que x0, x1, x2, x3 e x4 são raízes das equações do enunciado
no exemplo.

O seguinte resultado fornece condições suficientes para a existência e unicidade da
raiz dentro de um dado intervalo.

Proposição 2.1. Se f : [a, b] → R é uma função diferenciável com f(a)f(b) < 0 e
f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b), então existe um único c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

Exemplo 2.11. Continuando com o Exemplo 2.10. As derivadas das funções nos
Exemplos 2.6-2.9 conduz a:

(a) f ′(x) 6= 0 para x ∈ (0, 02, 0, 04)

(b) g′(x) 6= 0 para x ∈ (14, 16)

(c) h′(x) 6= 0 para x ∈ (0, 01, 0, 5)

(d) q′(x) 6= 0 para x ∈ (−0, 2, 0) ∪ (0, 8, 1).

Portanto, pela Proposição 2.1, conclui-se a existência e unicidade das raízes das funções
nos seus respectivos intervalos. As funções e suas raízes são mostradas nas seguintes
figuras.

Figura 2.2: Gráfico da função f(x)
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Figura 2.3: Gráfico da função g(x)

Figura 2.4: Gráfico da função h(x)
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Figura 2.5: Gráfico da função q(x)

2.5 Ponto fixo das contrações
O propósito nesta seção é apresentar o teorema do ponto fixo das contrações. Este

teorema será de extrema importância na demonstração da convergência do método de
Newton-Raphson.

Definição 2.6. Dizemos que x∗ é um ponto fixo de uma função g se

g(x∗) = x∗

Os problemas de determinar raízes e pontos fixos são equivalentes. De fato,

f(x) = 0 ⇐⇒ f(x) + x = x ⇐⇒ g(x) = x, onde g(x) = f(x) + x

Assim, a raiz de f(x) será o ponto fixo de g(x).
A seguir, obteremos condições para que uma determinada função admita um único

ponto fixo. Para tanto, precisamos da definição a seguir.

Definição 2.7. Uma função g : X → R chama-se uma contração quando existe uma
constante k ∈ [0, 1) tal que

|g(x)− g(y)| ≤ k|x− y|

para qualquer x, y ∈ X

A proposição a seguir mostra o exemplo mais comum de contração.

Proposição 2.2. Se g : I → R é derivável em I com |g′(x)| ≤ k < 1 para todo x ∈ I,
então g é uma contração em I.
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Demonstração. De fato, usando o Teorema do Valor Médio 2.2, tem-se

|g(x)− g(y)| = |g′(c)||x− c| ≤ |x− y|

para c ∈ (x, y) ⊆ I, como no teorema citado e lembrando que, aqui, g′(c) < 1.

Podemos finalmente estabelecer o teorema.

Teorema 2.5. (Ponto Fixo das Contrações) Seja g ∈ C[a, b]. Se g for uma con-
tração em [a, b] e se g([a, b]) ⊆ [a, b], então g possui um único ponto fixo. Mais preci-
samente, fixando qualquer x0 ∈ [a, b], a sequência das aproximações sucessivas

x1 = g(x0), x2 = g(x1), x3 = g(x2), . . . , xn+1 = g(xn)

converge para o único ponto x∗ ∈ [a, b] tal que g(x∗) = x∗.

Demonstração. Ver [1]



3 Método de Newton-Raphson

Neste capítulo apresenta-se o método de Newton-Raphson. Inicialmente, deduz-se
o método por meio da técnica de expansão em série de Taylor. Em seguida, faz-se
sua interpretação geométrica. Finalmente, aborda-se um teorema de convergência. As
principais referências para este capítulo foram [4], [5] e [6].

3.1 Dedução do método
Uma forma de deduzir o método de Newton-Raphson é a partir da expansão em

série de Taylor 2.3. Para isso, dada uma função f tal que f(x∗) = 0 e seja x0 uma
aproximação de x∗ de modo que |x0 − x∗| seja “pequeno”. O primeiro polinômio de
Taylor para f , expandido em torno de x0, é dado por

f(x) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0) +
(x− x0)2

2
f ′′(δ) (3.1)

onde δ está entre x e x0. Substituindo x = x∗ e junto com f(x∗) = 0 na equação (3.1)
obtêm-se

0 = f(x0) + (x∗ − x0)f ′(x0) +
(x∗ − x0)2

2
f ′′(δ) (3.2)

Se |x0 − x∗| é “pequeno”, então (x0 − x∗)2 será “pequeno” em comparação com a soma
dos primeiros dois termos no lado direito de (3.2). Deste modo, de (3.2) temos

0 ≈ f(x0) + (x∗ − x0)f ′(x0)

Isolando x∗, a expressão anterior pode ser reescrita como

x∗ ≈ x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Repetindo o processo anterior repetidas vezes, obtemos a fórmula iterativa de Newton
- Raphson

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
...

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, etc.

18
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Logo, para resolver f(x∗) = 0 pelo método de Newton-Raphson, utilizamos a fórmula
iterativa

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(3.3)

a partir de um valor aproximado x0 e assim obter aproximações sucessivas de x∗.
O próximo teorema demonstra que, se a sequência (xn) definida pela expressão

(3.3), converge para um número x∗ do domínio de f , então f(x∗) = 0, ou seja, x∗ é, de
fato, uma raíz da função f .

Teorema 3.1. Suponha-se que f ∈ C1[a, b], com f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ [a, b]. Se
xn → x∗ tal que x∗ ∈ [a, b] e xn é dada por (3.3), então f(x∗) = 0.

Demonstração. Desde que

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

Aplicando limite, temos

lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

xn − lim
n→+∞

f(xn)

f ′(xn)

Como f ∈ C1[a, b] e f ′(x) 6= 0 em [a, b],

x∗ = x∗ − f(x∗)

f ′(x∗)

Segue que f(x∗) = 0.

3.2 Interpretação geométrica
Geometricamente, o número xn+1, isto é,

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

é a abcissa do ponto em que a tangente l(x) = f(xn) + f ′(xn)(x− xn) ao gráfico de f
no ponto xn encontra o eixo horizontal.

A ideia que motiva o método de Newton-Raphson é que, se a tangente aproxima
à curva, então sua intersecção com o eixo x aproxima o ponto x∗ em que f(x∗) = 0.
Observe a Figura 3.1.
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Figura 3.1: Interpretação geométrica de Newton-Raphson

Da interpretação geométrica, pode-se imaginar facilmente vários casos nos quais o
método de Newton-Raphson falha.

• Se tomamos a função f(x) = ex, que não tem raiz, a sequência (xn) de aproxi-
mações de Newton-Raphson não converge.

• No caso de um ponto de inflexão (isto é, f ′′(x) = 0) o método não consegue
convergir. A Figura 3.2 mostra uma função para a qual a aproximação x0 leva a
x1 e x1 leva de volta x0 de modo que as aproximações nunca convergem a x∗.

Figura 3.2: Caso de ponto de inflexão

• Uma inclinação nula (f ′(x) = 0) provoca divisão por zero para a fórmula de
Newton-Raphson. Graficamente, isso significa que a solução dispara horizontal-
mente e nunca atinge o eixo x. Observe a Figura 3.3
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Figura 3.3: Caso de uma inclinação nula

3.3 Convergência
Antes de analisar a questão da convergência, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1. Suponha que desejamos estimar a raiz da função f(x) = x − x3 no
intervalo [−1/2, 1/2]. Da Figura 3.4 abaixo, deduzimos que existe uma única raiz de f
em [−1/2, 1/2].

Figura 3.4: Gráfico da função f(x) = x− x3

Como f ′(x) = 1 − 3x2, os valores aproximados serão gerados pela fórmula de
Newton-Raphson

xn+1 = xn −
xn − x3n
1− 3x2n

= − 2x3n
1− 3x2n

Para a aproximação inicial x0 = 0, 2, a Tabela 3.1 abaixo mostra as aproximações
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iterações n xn

0 0, 20000
1 −0, 01818
2 0, 00001
3 0, 00000
4 0, 00000
5 0, 00000

Tabela 3.1: Iterações para o Exemplo 3.1 com x0 = 0, 2

Se utilizarmos a estimativa inicial x0 = 0, 44721, obtemos a seguinte sequência de
valores na Tabela 3.2 abaixo

iterações n xn

0 0, 44721
1 −0, 44721
2 0, 44721
3 −0, 44721
4 0, 44721
5 −0, 44721

Tabela 3.2: Iterações para o Exemplo 3.1 com x0 = 0, 44721

Da Tabela 3.1 podemos ver que se x0 = 0, 2 a sequência xn converge para x∗ = 0
que é a única solução da equação f(x) = 0 no intervalo [−1/2, 1/2]. Por outro lado, no
caso em que x0 = 0, 4471, da Tabela 3.2 vemos que a sequência xn oscila e, portanto
não é uma sequência convergente.

A justificativa para a sequência xn ser convergente com x0 = 0, 2 em vez de x0 =
0, 4471 é dada pelo teorema a seguir

Teorema 3.2. Seja f ∈ C2[a, b]. Se x∗ ∈ [a, b] é tal que f(x∗) = 0 e f ′(x∗) 6= 0, então
existe um δ > 0 tal que a sequência (xn)n≥0 definida por

xn+1 = g(xn) = xn −
f(xn)

f ′(xn)

converge para x∗ para qualquer aproximação inicial x0 ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ].

Demonstração. Considere-se a função g : [a, b] → R, chamada a função de Newton,
definida por

g(x) = x− f(x)

f ′(x)

Seja k um número qualquer no intervalo (0, 1). O objetivo é encontrar um intervalo
J = [x∗ − δ, x∗ + δ] onde g verifique as hipóteses do Teorema do Ponto Fixo das
Contrações 2.5, isto é, g deve ser:

(a) contínua em J

(b) diferenciável em J
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(c) |g′(x)| ≤ k < 1 para x ∈ J , e

(d) g(J) ⊆ J

De fato,

(a) Como f ′(x∗) 6= 0 e f ′ é contínua, segue do Exemplo 2.3 a existência de δ1 > 0
tal que f ′(x∗) 6= 0 para x ∈ [x∗ − δ1, x∗ + δ1] ⊆ [a, b]. Portanto, g está definida e
é contínua em [x∗ − δ1, x∗ + δ1]

(b) Derivando g, obtém-se

g′(x) = 1− f ′(x)f ′(x)− f(x)f ′′(x)
[f ′(x)]2

=
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2

para x ∈ [x∗−δ1, x∗+δ1]. Como f ∈ C2[a, b], conclui-se que g ∈ C1[x∗−δ1, x∗+δ1].

(c) Da hipótese f(x∗) = 0, vale

g′(x∗) =
f(x∗)f ′′(x∗)

[f ′(x∗)]2
= 0

Como g′ é contínua, se fixarmos arbitrariamente k ∈ (0, 1), segue do Exemplo
2.3 a existência de δ > 0 com 0 < δ < δ1 e |g′(x)| ≤ k para todo x ∈ J =
[x∗ − δ, x∗ + δ].

(d) Se x ∈ J , o Teorema do Valor Médio 2.2 garante a existência de ξ entre x e x∗

tal que
|g(x)− g(x∗)| = |g′(ξ)||x− x∗|

Portanto,

|g(x)− x∗| = |g(x)− g(x∗)| = |g′(ξ)||x− x∗| ≤ k|x− x∗| < |x− x∗|

Como x ∈ J , a última desigualdade acima implica em |x−x∗| < δ e |g(x)−x∗| < δ.
Logo, g(x) ∈ J para x ∈ J .

Finalmente, de (a), (b), (c) e (d), pode-se aplicar o Teorema do Ponto Fixo das Con-
trações 2.5 para concluir que a sequência (xn)n≥0 converge para x∗ tomando qualquer
aproximação inicial x0 ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ].

O teorema anterior garante que, com certas condições sobre f , o método de Newton-
Raphson converge sempre que a escolha da estimativa inicial x0 seja suficientemente
próxima da raiz. Esse resultado deixa claro o porquê, no Exemplo 3.1, da convergência
da sequência quando x0 = 0, 2.

Note-se, porém, que não é possível determinar o valor de δ. No entanto, para as
funções tratadas neste trabalho a escolha de x0 resultará na convergência do método
de Newton-Raphson.

Detalhes sobre diferentes hipóteses para a convergência do método podem ser en-
contrados em [4] ou [5].
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Exemplo 3.2. Calcular aproximadamente
√
10, equivale a determinar a solução posi-

tiva da equação
x2 − 10 = 0

Seja f(x) = x2 − 10 com x > 0. Neste caso, a fórmula de Newton nos dá:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

xn+1 = xn −
x2n − 10

2xn

simplificando temos:

xn+1 =
1

2

(
xn +

10

xn

)
Escolhe-se x0 = 3, 3 como valor inicial suficientemente próximo de

√
10. A Tabela

3.3 a seguir fornece as iterações

iterações n xn

0 3, 3
1 3, 1651515
2 3, 1622790
3 3, 1622777
4 3, 1622777

Tabela 3.3: Iterações para o Exemplo 3.2

Assim, podemos considerar que
√
10 ≈ 3, 1622777 com precisão de sete casas deci-

mais.

No exemplo a seguir, justificaremos a convergência do exemplo anterior para o caso
geral n

√
c.

Exemplo 3.3. Dados c > 0 e n ∈ N. Calcular n
√
c equivale a encontrar a solução

positiva da equação
xn − c = 0

Considere o intervalo I = [ n
√
c,+∞) e a função f : I → R, dada por f(x) = xn− c.

Como f ′(x) = nxn−1, a função de Newton g : I → R assume a forma

g(x) =
1

n

[
(n− 1)x+

c

xn−1

]
Para provar que g(x) converge para n

√
c, basta verificar que g : I → I é uma

contração, ou seja, g deve satisfazer

(a) g(x) ∈ I para todo x ∈ I

(b) |g′(x)| < 1 para todo x ∈ I

De fato,
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(a) pode-se observar que g(x) é a média aritmética dos n números

x, x, x, . . . x, c/xn−1

Como a média geométrica desses números é n
√
c, veja [7], concluímos que

g(x) ≥ n
√
c

para todo x > 0. Em particular, g(x) ∈ I se x ∈ I.

(b) Derivando g(x), obtém-se

g′(x) =
n− 1

n

(
1− c

xn

)
Logo

0 ≤ g′(x) ≤ n− 1

n
< 1

para todo x ∈ I

De (a) e (b), temos que g : I → I é uma contração. Portanto, tomando-se qualquer
x0 > 0, temos que g(x0) = x1 ∈ I e as aproximações sucessivas xn+1 = g(xn) convergem
para n

√
c pelo Teorema do Ponto Fixo das Contrações 2.5.



4 Aplicações

Este capítulo aplica o método de Newton-Raphson para a solução de alguns pro-
blemas reais. São investigados problemas com taxas populacionais e determinação das
raízes de polinômios. Os problemas são adaptados de [6] e [8].

4.1 Taxa de crescimento populacional
Um dos modelos para o crescimento de uma população baseia-se na hipótese de que

uma população cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho. Se P (t) é o número
de indivíduos da população em um tempo t, a hipótese é escrita como a equação:

P ′(t) = kP (t) (4.1)

onde k é a constante de proporcionalidade ou taxa de crescimento.

A equação (4.1) podemos resolve-la como segue: reescrevemos a equação (4.1) da
seguinte forma

dP/dt

P
= k

Integrando essa equação, obtemos,

ln |P | = kt+ c (4.2)

onde c é orbitário. Aplicando a exponencial na equação (4.2) e resolvendo para P ,
podemos observar que

P = Aekt,

onde A = ±ec é uma constante. Para percebermos o significado da constante A,
observamos que

P (0) = Aek0 = A

Portanto, temos que A é a população inicial em t = 0.
Assim, a solução do problema

dP

dt
= kP P (0) = P0

é
P (t) = P0e

kt

26
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Pode-se levar em conta a imigração de uma população modificando a equação (4.1):
se a imigração for permitida a uma taxa constante m, então a taxa de mudança da
população é modelada pela equação deferencial

P ′(t) = kP (t) +m (4.3)

Agora o problema consiste da equação diferencial (4.3) e a condição inicial

P (0) = P0 (4.4)

Pode-se resolver esse problema pelo mesmo método que uso-se na equação (4.1). Usando
a equação (4.3) na seguinte forma

dP/dt

P + m
k

= k

Integrando essa equação, obtemos,

ln
∣∣∣P +

m

k

∣∣∣ = kt+ c (4.5)

onde c é arbitrário. Portanto, aplicando a exponencial à equação (4.5), vemos que

P = c1e
kt − m

k

onde c1 = ±ec. Finalmente, a condição inicial (4.4) implica c1 = P0+
m

k
, de modo que

a solução do problema (4.3) e (4.4) é

P (t) = P0e
kt +

m

k
(ekt − 1) (4.6)

Suponha-se que certa população se desenvolva de acordo com os seguintes dados:

• População inicial: P0 = 2000000

• Número de imigrantes no primeiro ano: m = 500000

• População ao final do primeiro ano: P (1) = 2800000

Para determinar a taxa de natalidade dessa população, devemos determinar k na equa-
ção

2800000 = 2000000ek +
500000

k
(ek − 1)

Não é possível isolar k neste equação, mas o método de Newton-Raphson pode ser
usado para encontrar uma solução aproximada de k. Para isso, devemos determinar o
zero da função

h(k) = 20ek +
5

k
(ek − 1)− 28 (4.7)

De acordo com o Exemplo 2.11, a função h tem um zero no intervalo 0, 01 < k < 0, 5.
Para encontrar esse zero, aplicamos Newton-Raphson com estimativa inicial k0 = 0, 5.
A fórmula de Newton-Raphson, neste caso, é dada por

kn+1 = kn −
h(kn)

h′(kn)
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ou seja

kn+1 = kn −
20k2ne

kn + 5kn(e
kn − 1)− 28k2n

5(4k2n − 1 + kn)ekn + 5

As iterações encontradas estão na Tabela 4.1 a seguir, onde é considerado um erro
relativo ER menor que 0, 000001, isto é,

ER =

∣∣∣∣kn − kn−1kn

∣∣∣∣ < 0, 000001

iterações n kn ER
0 0,5
1 0,185872 1,690016
2 0,127167 0,461644
3 0,125438 0,013778
4 0,125437 0,000012
5 0,125437 0,000000
6 0,125437 0,000000

Tabela 4.1: Iterações para a função h(k) de (4.7)

A partir da Tabela 4.1, pode-se considerar a taxa de natalidade como k ≈ 0, 125437.
Com essa taxa de natalidade podemos, por exemplo, prever a população ao final do
segundo ano supondo que m = 500000 nesse ano. Assim, da equação (4.6), seque que

P (2) = 3, 706915250× 106

4.2 Raízes de um Polinômio
O objetivo é determinar aproximações das raízes reais do polinômio de quarto grau

q(x) = 230x4 + 18x3 + 9x2 − 221x− 9 (4.8)

usando-se uma precisão de 10−6.
Foi visto no Exemplo 2.11 que a função polinomial q(x) possui duas raízes reais:

x3 ∈ (−0, 2, 0) e x4 ∈ (0, 8, 1).
Por outro lado, a primeira derivada da função polinomial q(x) pode ser calculada

do seguinte modo.
q′(x) = 920x3 + 54x2 + 18x− 221

Assim, a fórmula do Newton-Raphson para esse caso é

xn+1 = xn −
q(xn)

q′(xn)

ou seja

xn+1 = xn −
230x4n + 18x3n + 9x2n − 221xn − 9

920x3n + 54x2n + 18xn − 221

A partir de um chute inicial x0 = −0, 2, temos a seguinte sequência de aproximações
para x3 com um erro relativo ER menor que 0, 000001.
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iterações n xn ER
0 - 0,2
1 - 0,044282 3,516509
2 - 0,040660 0,089084
3 - 0,040659 0,000013
4 - 0,040659 0,000000

Tabela 4.2: Iterações para a função q(x) de (4.8)

Da tabela, tem-se que a aproximação de x3 é atingida ao final de quatro interações.
Isto é, a aproximação de x3 equivale a −0, 040659.

Para a raiz x4 considere-se como chute inicial x0 = 0, 8. Assim, tem-se a seguinte
sequência de aproximações considerando um erro relativo ER menor que 0, 000001

iterações n xn ER
0 0,8
1 1,056241 0,242597
2 0,976554 0,081600
3 0,962786 0,014300
4 0,962399 0,000403
5 0,962398 0,000000
6 0,962398 0,000000

Tabela 4.3: Iterações para a função q(x) de (4.8)

Portanto, tem-se que à aproximação de x4 é atingida ao fim de seis interações. Isto
é, x4 ≈ 0, 962398.



5 Considerações Finais

O método de Newton (geralmente) funciona se a aproximação inicial está suficien-
temente próxima da raiz e a função deve ser suficientemente suave em torno dela.

Uma boa aproximação inicial depende, em geral, do conhecimento das condições
do problema físico ou de técnicas gráficas que fornecem informações sobre o compor-
tamento da solução.

O fato importante do método é que se temos uma boa aproximação inicial, então
em poucas iterações obtém-se a aproximação da solução. Isto é, a convergência do
método é muito rápida.

A maior deficiência do método é que ele exige que a derivada da função seja calcu-
lada analiticamente. Para algumas funções, isso não é prático.
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